
2023年 · 附加题 第1题 · 原卷答案 · 来源第9页

四、附加题（根据题目要求写出解答过程，共 10 分）。
为了在算法基础课程期中考试中取得好成绩，小花同学在考前狂刷《算法导论》课后习题。在不刷

任何题的情况下，小花能够考 S 分。《算法导论》中共有 n 道题，刷第 i 题能使她的期中考试成绩提升
si（si ≥ 0）。但与此同时，刷题会产生疲劳，进而影响考试发挥，如果小花一共刷了 k 道题，则她会因
为疲劳而损失 αk 分（α ≥ 0）。小花不喜欢跳着刷题，也不喜欢倒着刷题，更不喜欢重复刷题，因此她
只会从某一题开始刷连续的若干题。假设小花希望让自己的最终分数落入 [l,r]，请问她有多少种刷题
方案？试设计一个具有 O(n lgn) 最坏时间复杂度的算法解决该问题。（在小花所处的平行世界中，考试
的分数未必是 0 ∼ 100 的整数，因此你不能使用计数排序等对数据范围有限制的方法）
解：令 Dk = ∑k

i=1 si −αk，当小花刷题的范围是 (x,y] 时，她的最终得分为 S+Dy −Dx。因此问题可
转化为：满足 x < y且Dy −Dx ∈ [l−S,r−S] 的数对 ⟨x,y⟩ 的个数。与逆序对数量类似，这可以在归并排
序的过程中顺便统计，或者通过维护一棵红黑树进行统计。详见区间和的个数
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四、附加题（根据题目要求写出解答过程，共 10 分）。
小迪作为一名投资者，常常研究不同的投资策略。最近，他提出了“价值区间”分析法：给定某

只股票在一定时间范围内的价格 a = [a0,a1, . . . ,an−1] (ai > 0)，区间大小 W，以及价值差 A，若存在
i < j ∈ [0,n−1]，且 |i− j| ≤W，|ai −a j| ≤ A，则称该股票存在“价值区间”(i, j)。
例如，a = [1,3,5,10]，若 W = 2，A = 2，则存在两个“价值区间”：(0,1)，(1,2)；若 W = 2，A = 1，

则不存在“价值区间”。
请你为小迪设计一个时间复杂度为 O(n) 的算法 ValueRange，以判断给定的股票是否存在“价

值区间”。给出算法的伪代码，并分析其时间复杂度。（输入：a，W，A；输出：True or False）

Algorithm 7 ValueRange(a,W,A)

1: map = {}
2: size = A+1
3: for i = 0 to n−1 do
4: idx = ⌊ ai

size⌋
5: if idx in map then
6: return True
7: l = idx−1
8: r = idx+1
9: if l in map and |ai −map[l]| ≤ A then

10: return True
11: if r in map and |ai −map[r]| ≤ A then
12: return True
13: map[idx] = ai
14: if i ≥ k then
15: pop map[⌊ ai−k

size ⌋]
16: return False

时间复杂度 O(n)，空间复杂度 O(k)。
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深度 Di 等于祖先个数，因此

E[Di] =
i−1

∑
j=1

1
i− j+1

+
n

∑
j=i+1

1
j− i+1

=
i

∑
k=2

1
k
+

n−i+1

∑
k=2

1
k
= (Hi−1)+(Hn−i+1−1) = Hi +Hn−i+1−2.

2. OS-Select(T.root, i) 访问 Di + 1 个结点（深度为 Di，路径含 Di + 1 个结点），故运行时间
= Di +1。取期望：

E[time] = E[Di]+1 = Hi +Hn−i+1 +O(1).

由于 Hk ≤ lnk+1，有

E[Di]+1≤ 2(ln i+ ln(n− i+1))+O(1)≤ 4lnn+O(1) = O(logn).

因此，时间复杂度为 O(logn)。

四、附加题（根据题目要求写出解答过程，共 10 分）。
你得到了 n 块按顺序排成一排的「记忆碎片」，第 i 块碎片上记录的记忆发生时间为 ti。已知

t1, t2, . . . , tn 是 1 ∼ n 的一个排列，也就是说，这 n 块碎片本来应该是按 1,2, . . . ,n 的时间顺序出现的，
但现在被打乱了。你希望通过若干次交换操作，把这些碎片恢复成严格单调递增的顺序：

(t1, t2, . . . , tn) −→ (1,2, . . . ,n).

你拥有一个「回忆能力值」k。一次操作中，你可以任选两块碎片，设它们记忆的时间分别是 x 和
y，当且仅当 |x− y| ≤ k 时，你可以交换它们现在所在的位置。交换的体力消耗规则如下：

• 若 |x− y|= 1，也就是这两段记忆发生在相邻的两个时间点上，由于发生时间过于靠近的两块碎
片很难回想，这次交换需要消耗你 1 点精力；

• 若 2≤ |x− y| ≤ k，则这次交换不需要消耗精力，代价为 0。

你可以进行任意多次满足条件的交换操作。请你计算：为了将碎片恢复成 (1,2, . . . ,n)，你最少需要
消耗多少点精力。
设计时间复杂度尽可能小的算法。（输入：n，[t1, t2, . . . , tn]，k；输出：最少需要消耗的精力值）

解：下面分情况讨论。

一、n < 4 的情况 排列的状态总数不超过 3! = 6 个。直接写出 6 种排列的最优代价表。不再赘述。

二、n≥ 4 的情况

(1) k = 1 这是经典的“只用相邻数值换位”把一个排列排成升序，所需的最少此类交换次数等于
这个排列的逆序对个数。形式化地，定义

inv(t) = #{(i, j) | 1≤ i < j ≤ n, ti > t j}.

那么当 k = 1 时，答案就是
ans = inv(t) .

可以用归并排序维护 inv(t) 计数器, 可以在 O(n logn) 时间内统计。下面是算法：

1. 若当前这段只剩下一个元素，则它本身已经有序，逆序对数为 0。

2. 否则，把当前这段分成长度尽量相等的左右两半，递归地分别对左半段、右半段做同样的处理，
这一步会得到“左半段内部的逆序对数”和“右半段内部的逆序对数”，同时也会得到“排好序
的左半段”和“排好序的右半段”。

3. 接下来要把两个已经排好序的子段“像归并排序那样”合成一段有序的数组。合并时，左半段和
右半段都从头开始往后看：
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• 如果左半段当前的数 ≤ 右半段当前的数，就先把左半段的这个数放进结果里，然后左半段
指针后移；

• 否则（也就是左半段当前的数 > 右半段当前的数），说明右半段这个数应该排在当前左半
段这个数以及左半段后面所有还没放进去的数的前面。由于左半段目前还没放进去的元素
都是“比这个右半段元素大”的，所以这一时刻就一口气产生了“左半段当前还剩多少个元
素”这么多个逆序对；把这个数量加到总答案里，再把右半段当前的数放进结果，然后右半
段指针后移。

4. 两边有一边先用完了，就把另一边剩下的所有元素按顺序接到结果后面；这一部分不会再产生新
的逆序对。

5. 当前这段的逆序对数 = “左半段内部的逆序对数”+ “右半段内部的逆序对数”+ “合并时数
到的那些跨左右的逆序对数”。

(2) k = 2 当 |x− y|= 2 时交换免费；而差为 2 的两个数一定同奇偶，于是：

• 所有奇数记忆（1,3,5, . . .）之间可以免费任意重排；

• 所有偶数记忆（2,4,6, . . .）之间也可以免费任意重排；

• 想要把一个“奇数位置上却放了偶数”的错误修正，就必须和某个“偶数位置上却放了奇数”的
错误做一次 |x− y|= 1 的付费交换。

目标序列 (1,2, . . . ,n) 在位置 i 上的奇偶为 i mod 2。统计原序列中奇偶不匹配的位置数：

mism = #{ i | (ti mod 2) ̸= (i mod 2)}.

一条付费交换（交换一对差为 1 的数，例如 5 和 6）会同时把一个“奇放偶位”的错误和一个“偶放
奇位”的错误一起消掉，因此所需的付费次数正好是

ans = mism
2

.

在 n≥ 4 的前提下，奇偶不匹配的个数一定是偶数，上式必为整数。该步骤只需线性时间 O(n)。

(3) k ≥ 3 当能力值至少为 3 时，我们既可以免费交换差为 2 的一对（保持奇偶），也可以免费交
换差为 3 的一对（改变奇偶）；当 n≥ 4 时，可以证明任意一个数字都能通过若干次免费交换移动到任
意位置，因此不需要做任何一次差为 1 的付费交换，答案为

ans = 0 .
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